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Exercice 1. Soit V un espace métrique compact. Soit b: RV x V — RY une fonction telle que :

(0.1)

[b(z,w) = by, w)| < Cly —=z|,  [|b(z,w)| <C,
b est continue

et f:RY xV — R une fonction telle que :

[ est continue

On pose alors :
H(z,u,p) = sup{—b(z,w) - p+ A — f(z,w)}

weY
pour un réel A > 0.
1. Montrer que H vérifie :
H(z,u,p) — H(x,v,p) > Mu — v) pour tout u > v et tout z,p € RY (0.3)
Pour tout R > 0, H est uniformément continue sur RY x [~R, R] x Bg (0.4)
|H (2,u,p) = H(y,u,p)| < C(|p| + 1)|z — y| pour tout z,y,p € RV ,u € R (0.5)

2. On veut montrer un principe de comparaison pour ’équation H(z,u, Vu) = 0. Soit donc u, une
sous-solution bornée de H = 0 et v, une sur-solution bornée de H = 0. On pose

1 o
Moe = sup{u(z) = v(y) — 5|z —yl* = S (2 + [y[")}-
z,y €

Montrer que si (Zqe, Yae) €St un maximiseur, alors :

lim lim M, = ’llim (sup{u(z) —v(y) : 2,y € RN ||z —y| < h}) = M’
—

e—0 a—0 0

A | «
lim lim —|zqe — yae|2 + §(|3:ae|2 + |ya€|2) =0

e—0a—0 2¢

lim lirrh u(Zae) — V(Yae) = M’

e—0a—

3. En raisonnant par ’absurde, montrer que u < v.

Exercice 2. On considere ’équation —u" = 0 sur un intervalle ouvert I de R. Montrer que les seules
solutions de viscosité sont les solutions affines.



