Examen de DEA,
“Solutions variationnelles”

22 avril 2004, 14h-16h, tous documents manuscripts autorisés.

Exercice 1 Soit 2 un ouvert borné de RY et p €]1,00[. Soit f € L>(Q) et u une solution faible de

—div(|Vu[P=2Vu) = f dans Q,
u=20 sur 0€2.

i) Montrer que si f > 0 sur 2, alors u > 0 sur Q.

ii) Montrer que u € L>=(1).

Exercice 2 Soit u la solution entropique de

Ou(t,x) + 0 (f(u))(t,z) =0, t>0,z€R
w(0,2) =up, xz€R

avec ug € L®(R) N LY(R). Montrer que u € C([0,00[; L*(R)) (on pourra se souvenir qu’on a prouvé
que, lorsque la condition initiale est dans W21 (R), alors la solution entropique est effectivement continue
[0,00[— L*(R)). Montrer que, pour tout ¢ > 0, ||u(t)||L1®) < [|uol|L1(R)-

Exercice 3 On considere la loi de conservation

2
Opu(t, x) + Oy (u2) (t,z) =0, t>0,z€eR,

Po (0.1)
U(O,(E) = UU(LE) = { ’LLg S < 07

ug sixz>0
ol ug et ug sont deux réels.

i) Trouver o € R tel que

ult, ) = ug siz <ot,
’ Ug six > ot

soit solution faible de (0.1).

ii) Soit a < b deux réels et m le milieu de [a, b]. Soit g croissante sur [a, b]. Montrer que

b m
[ om=syds = [ (gls) = gl2m - 5)(m ~ 5)ds

m [ o< [ gs)sas

ili) On suppose que uy > u4. Montrer que la fonction u donnée en i) est solution entropique de (0.1).

et en déduire que



