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Exercice 1 Soit Ω un ouvert borné de RN et p ∈]1,∞[. Soit f ∈ L∞(Ω) et u une solution faible de{
−div(|∇u|p−2∇u) = f dans Ω,
u = 0 sur ∂Ω.

i) Montrer que si f ≥ 0 sur Ω, alors u ≥ 0 sur Ω.

ii) Montrer que u ∈ L∞(Ω).

Exercice 2 Soit u la solution entropique de{
∂tu(t, x) + ∂x(f(u))(t, x) = 0 , t > 0 , x ∈ R
u(0, x) = u0 , x ∈ R

avec u0 ∈ L∞(R) ∩ L1(R). Montrer que u ∈ C([0,∞[;L1(R)) (on pourra se souvenir qu’on a prouvé
que, lorsque la condition initiale est dans W 2,1(R), alors la solution entropique est effectivement continue
[0,∞[→ L1(R)). Montrer que, pour tout t > 0, ||u(t)||L1(R) ≤ ||u0||L1(R).

Exercice 3 On considère la loi de conservation
∂tu(t, x) + ∂x

(
u2

2

)
(t, x) = 0 , t > 0 , x ∈ R ,

u(0, x) = u0(x) :=
{

ug si x < 0,
ud si x > 0

(0.1)

où ug et ud sont deux réels.

i) Trouver σ ∈ R tel que

u(t, x) =
{

ug si x < σt ,
ud si x > σt

soit solution faible de (0.1).

ii) Soit a < b deux réels et m le milieu de [a, b]. Soit g croissante sur [a, b]. Montrer que∫ b

a

g(s)(m− s) ds =
∫ m

a

(g(s)− g(2m− s))(m− s) ds

et en déduire que

m

∫ b

a

g(s) ds ≤
∫ b

a

g(s)s ds.

iii) On suppose que ug > ud. Montrer que la fonction u donnée en i) est solution entropique de (0.1).
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